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Was bedeutet das Wort Turbulenz? Wahrend langer Zeiten haben auch kompetente Fachleute der Strémungs-

mechanik keine tief gegriindete physikalische Definition formuliert. Noch im Jahr 1959 beklagte der Niederlander

O. HINZE in seinem damals publizierten Turbulenz—Buch, dass sich in der Vergangenheit die bedeutendsten

Kenner turbulenter Stromungen nicht bemiiht hatten, den Elementarprozess der Turbulenz zu definieren, nur

von zeitlich unregelmaBigen Stromungen war geschrieben worden.

Also zeigte sich wieder einmal, dass Unbekanntes eher benannt als ergriindet wird, ganz so wie Goethe es den

Mephisto im Drama hat sprechen lassen:

Man soll sich nicht zu dngstlich quélen,
denn eben wo Begriffe fehlen,

da stellt sogleich ein Wort sich ein.
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Im Wérterbuch findet man fiir das Adjektiv turbulent folgende Erklarung: , Durch allgemeine Aufregung,
Erregung, wildes Durcheinander gekennzeichneter Zustand."Das Substantiv Turbulenz ist in der deutschen
Sprache seit dem 17. Jahrhundert nachgewiesen, es ist hergeleitet aus dem lateinischen Eigenschaftswort
turbulentus, es bedeutet: unruhig, bewegt, stiirmisch, sowie aus dem Hauptwort turbo, es bezeichnet Wirbel,
Sturm und Kreisel. Journalisten verwenden das Wort Turbulenz im Plural, sie sprechen von Turbulenzen, um
ein chaotisches Durcheinander zu benennen.
Der Strémungsmechaniker jedoch gebraucht das Wort nur im Singular, damit benennt er eine Strémung mit
einer Vielzahl von Wirbeln.
Und die tiefer dringende Frage der Fachleute heillt: Wie kommt in der Natur und bei technischen Geraten
dieser Stromungstyp zu Stande, der héheren Widerstand und gréBere Verluste gegeniiber einer auch moglichen
wirbelfreien laminar, geschichteten Stromung bewirkt?
Auf die Frage: Welche Auswirkungen hat die Turbulenz, wie beeinflusst sie die natiirliche Umgebung kann man
antworten:
Gibe es in der Natur kein turbulentes, die kinetische Energie eines Hauptstromes minderndes Verwirbeln, dann
sidhe unsere Umgebung anders aus:
Die Geschwindigkeit eines Baches oder Flusses wiirde bei gleichem geoditischen Gefalle um ein Vielfaches
groler sein.
Der Wetterablauf wiirde beeinflusst. So kénnten, bei gleicher Druckdifferenz zwischen Hoch- und Tiefdruckge-
biet, ohne Turbulenz, ganz entsetzliche und sehr lange andauernde Orkane mit auBerordentlich groRen, nie
erlebten Windgeschwindigkeiten wiiten.
Jedoch wiirde bei Laminaritdt die den Boden, also auch den Grund von Bach und Fluss, erodierende Schub-
spannung, trotz gesteigerter Geschwindigkeit, nicht groRer sein als beim Wirken von Turbulenz.
Doch zu aller Beruhigung, derartig vollstindiges Verschwinden turbulenter Wirbel stellt sich in der Natur nicht
ein.

Und welchen Anteil nimmt die Mathematik beim forschenden Erkunden, beim Prozess des gedanklichen
Durchdringens, des Erkldrens und Definierens?
Grundsitzlich gilt: Erst wenn ein physikalisch begriindeter Ansatz fiir einen elementaren Vorgang im differentiell
Kleinen bekannt ist, kann die Mathematik sinnvoll eingesetzt werden. Mit einer Integration kann Aufschluss
iiber das Stromungsverhalten in Raum und Zeit gewonnen werden.
Frilhe Kunde von experimentellen Untersuchungen turbulenter Strémungen haben wir von franzdsischen
Bauingenieuren erhalten , die um die Zeit der franzdsischen Revolution von 1789 lebten. [1] Sie hatten den
Reibungswiderstand von Rohren, die zur stadtischen Wasserversorgung dienen, gemessen, mit dem Ziel, die
notwendige Pumpenleistung vorauszuberechnen. DUBENIAT bemerkte 1786, dass der Widerstand nicht genau
proportional zum Geschwindigkeitsquadrat verlauft, und 1791 prazisierte WOLTMANN, dass der Widerstand der
Geschwindigkeitspotenz 7/4 folgt.
Der deutsche Bauingenieur GOTTHILF HAGEN (1797 bis 1884) entdeckte die unterschiedlichen Strémungsfor-
men laminar und turbulent. HAGEN hat im Jahr 1839, vier Jahre vor POISEUILLE, die GroRe des Druckabfalls fiir
laminare Stromung in Rohren publiziert, und er hat schon im Jahr 1841, beim Experimentieren mit modellm3Rig
verkleinerten Rohren, eine Grenze von Geschwindigkeit und Durchmesser entdeckt, unterhalb der das Wasser
laminar, oberhalb aber turbulent stromt. Er hatte der Fliissigkeit feine Sagespane zugesetzt und wandparalleles
Stréomen bei Laminaritdt sowie starkes Verwirbeln bei Turbulenz beobachtet.
Das alles geschah schon mehr als 40 Jahre vor den Experimenten des englischen Hochschullehrers OSBORNE
REYNOLDS, dem wahrscheinlich HAGENS Publikation nicht bekannt gewesen war. Hingegen hatte sich die
Nachricht von den Versuchen REYNOLDS weit und schnell verbreitet. Auch er hatte mit von Wasser durch-
stromten Glasrohren experimentiert und gezeigt, dass ein fliissiger Farbfaden bei Laminaritdt auf langem Weg
erhalten bleibt, dass er sich hingegen bei Turbulenz auf kurzem Weg schnell mit dem umgebenden Wasser

mischt.
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REYNOLDS besondere Leistung besteht im Entdecken der Ahnlichkeitskennzahl fiir die Grenze von laminar und
turbulent, gebildet aus dem Produkt von Geschwindigkeit und Rohrdurchmesser, dividiert durch die kinematische
Zshigkeit des Fluids, spater kritische Reynoldszahl genannt. Die Benennung Reynoldszahl hat ARNOLD
SOMMERFELD Vorgeschlagen.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts, hatten sich neben den Interessenten aus dem Wasserbau auch Ingenieure des
Schiffbaus und der Luftfahrt bei den Strémungsmechanikern gemeldet. Sie wollten Methoden kennen lernen,
um die von der Stromung verursachten Krifte und Momente, besonders den Reibungswiderstand an Schiffen,
Luftschiffen und von Flugzeugen, vorauszuberechnen.

Viele dieser Problemstellungen |3ste der genial begabte LubwiG PRANDTL (1875 - 1953), der schon von
seinen Zeitgenossen als Vater der Strémungslehre benannt worden war.

Um den Reibungswiderstand voraus zu berechnen, mussten die Stromungsmechaniker Geschwindigkeitsprofile in
der kdrpernahen Reibungsschicht, Grenzschicht genannt, ermitteln. Pionierarbeit zur laminaren Grenzschicht
leisteten PRANDTL (1904) und sein Doktorand BLASIUS, an der Universitidt Gottingen.

Spater (1913) hat BLASIUS in der Berliner Wasserbauversuchsanstalt den turbulenten Widerstandsbeiwert von
mit Wasser durchstrdmten Rohren, in Abhingigkeit von der Reynoldszahl gemessen [2]. Er hat auch festgestellt,
dass der Druck proportional zur Potenz 7/4 abfillt. Das ist iibereinstimmend mit dem 122 Jahre zuvor erbrachten
Ergebnis von WOLTMANN, dessen Publikation BLASIUS vermutlich nicht kannte. Die Messungen von BLASIUS
sind fiir das gesamte Fachgebiet der Stromungsmechanik im 20. Jahrhundert wichtig geblieben, denn sein
Resultat hat sich auf Grenzschichten umrechnen lassen.

AuBerhalb des Géttinger Arbeitskreises um Prandtl, hatten der schwedische Meteorologe C. W. OSEEN [3],
sowie der Deutsche L. HOPF [4] und [5], bemerkenswerte Beitrage zum Turbulenzproblem geliefert.

Nun zur Geschichte der Berechnung von turbulenten Geschwindigkeitsprofilen im Kanal und in Grenzschich-
ten.
PRANDTL griff den Vorschlag des franzdsischen Forschers BOUSSINESQ auf, eine vergréRerte Zahigkeit zu
postulieren. Er iiberlegte: Die kinematische Wirbelzihigkeit besitzt die Dimension [m?/s]. Sie kann als Produkt
einer Mischgeschwindigkeit und einer Mischungslange aufgefasst werden. PRANDTL setzte fiir die
Mischgeschwindigkeit das Produkt von Geschwindigkeitsanstieg und Wegelement an.
Die Mischungslange interpretierte Prandtl als Linge des Weges, auf dem sich ein Teilchen mit der Umgebung
vermischt.
Das Einsetzen dieser Zihigkeit in Newtons Reibungsformel fiihrt zu einer Verbindung von Schubspannung
und Geschwindigkeitsanstieg.
In welcher Beziehung die Mischungsldnge zu anderen Strémungsparametern steht, blieb unbekannt. Diesen
Erkenntnisstand hatte PRANDTL 1925 erreicht. [6]
Erst fiinf Jahre spater glaubte Prandtls friiherer Mitarbeiter THEODOR V. KARMAN eine Losung gefunden
zu haben. [7] Er setzte die Mischungslidnge proportional zum Quotienten aus erster und zweiter Geschwindig-
keitsableitung nach der Koordinate senkrecht zur Wand. Das Integral fiihrt zu einer Geschwindigkeit, die vom
Logarithmus des Wandabstandes abhangt. Brauchbar war diese Lésung jedoch nur im wandfernen Gebiet. Sie
versagte in unmittelbarer Wandnidhe. Deshalb wurde dort eine besondere laminare Unterschicht ange-
stiickelt. v. KARMAN trug sein Ergebnis auf den internationalen Mechanik Kongress in Stockholm vor.
PRANDTL [8] publizierte drei Jahre nach KARMANS Vortrag eine stark vereinfachte Integration. Er setzt fiir
die in Wirklichkeit vom Wandabstand abhingende Schubspannung, einen konstanten mittleren Wert an. Die
Mischungsldnge andert sich proportional zum Wandabstand. Das Integral ergibt ebenfalls eine logarithmische
Abhiangigkeit der Geschwindigkeit vom Wandabstand. Auch diese Gleichung versagt in unmittelbarer Wandnahe.
Wieder muss eine laminare Unterschicht hinzugefiigt werden.
Als Gebrauchsformel hat sich PRANDTLS Gleichung fiir das zeitgemittelte turbulente Geschwindigkeitsprofil

einer turbulenten Grenzschicht wihrend des ganzen restlichen 20. Jahrhunderts erhalten, sie geniigte allen
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technischen Anwendern, sie wurde unverdndert den Studierenden der Stromungsmechanik vorgetragen.

Doch die Frage nach dem elementaren Ablaufen der Turbulenz blieb ein Thema der stromungsmechanischen
Forschung, denn noch fehlten physikalisch begriindete Ansdtze. PRANDTL hatte bereits in einer Schrift aus
dem Jahr 1921 beklagt, dass die Physiker das Turbulenzproblem stiefmiitterlich behandeln.

Zwar hatte sich in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts auch der bedeutende Physiker ARNOLD SOMMER-
FELD der Aufgabe gestellt. Er bewertete in einem Buch (1944) die Turbulenzforschung als das schwierigstes
Problem der Stromungsmechanik. Zu dieser Zeit war noch umstritten, ob die Navier-Stokes-Gleichung
zum Errechnen zustindig sei. SOMMERFELD erklarte sich zwar von der Zustidndigkeit iiberzeugt, er schrieb
aber, dass hervorragende Fachvertreter wie v.KARMAN und TAYLOR sein Einschatzen fiir falsch hielten. Sie
vermuteten, dass der Turbulenz nicht mit Differentialgleichungen, sondern nur mit der Statistik beizukommen
sei, dhnlich wie es schon bei der Gastheorie geschehen war.

Diese Meinung teilte noch in der zweiten Hilfte des zwanzigsten Jahrhunderts die Majoritdt der Stromungsme-
chaniker. Auch muss man bedenken, dass etwa bis zur Jahrhundertmitte nur Integrale von Naviers und Prandtls
Differentialgleichungen fiir laminares Strémen geldst werden konnten.

Heute wird die Zustandigkeit von Naviers Gleichung fiir die Turbulenz nicht mehr bezweifelt. Dazu trugen
nicht zuletzt die Computer gestiitzte Integration der Navier-Stokes-Gleichung fiir turbulente Strémungen bei.
Am Institut fiir Angewandte Stromungslehre der TU Dresden war das Problem durch J. STILLER bearbeitet
worden. [13]

In Dresden wurden die Elementarbewegungen von Wirbeln untersucht [15]. Aus dem Verhalten iiberlagerter
Wirbelfelder konnte ein Turbulenzkriterium formuliert werden. (Siehe Seite 7)

Weiterhin hat sich der Verfasser mit der Entwicklung turbulenter Geschwindigkeitsprofile beschiftigt. Im
nachfolgenden Text wird iiber Ergebnisse berichtet.

2 Ludwig Prandtls Pionierarbeit

Zum Errechnen turbulenter Reibungsschichten war PRANDTL von Newtons Reibungsgesetz ausgegangen. Die
Schubspannung 7 entspricht dem Produkt aus dem Geschwindigkeitsgradienten senkrecht zur Strémungsrichtung
und der fluiden Zahigkeit.

_ e 40 Cmax
= pdy B de h (1)
Cmax

h

w=vp-Cj-

Die GroRe C{ steht fiir den dimensionslosen Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand.

,_[C
CO* |:dY Y =0

Mit der Reynolszahl

Re — Cmittel - 4N
14

wird die Gleichung (1) wird zu einem dimensionslosen Ausdruck umgeformt.

T 4 cmax dC
P'Czﬁttel Re  cmitter dY
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Als dimensionslose Wandschubspannung ist (3) geschrieben.

7-V\/ _ 4 Cmax ! (3)
T = __. - Cy.
P Cﬁwittel Re Cmittel

Aus (2) und (3) bildet man das Schubspannungsverhiltnis.

T 1 dC
S -2 4
T™W 06 dYy ()

Fiir turbulente Stromungen ersetzte PRANDTL — nach einem Vorschlag von BOUSSINESQ — die kinematische
Zshigkeit v durch eine groRere effektive Zdhigkeit v,, die er als Produkt aus zwei hypothetischen GroRen,
Mischungsweg und Mischgeschwindigkeit, auffasste.

Er nannte sie Wirbelzdhigkeit und schrieb

de,
Ve ~~ y2 : d7y (5)

Diesen Ausdruck setzte er in (1) ein, und erhielt

Tk (dcx>2 (6)
p dy
Darin ist K ein Proportionalitatsfaktor. Weiterhin lieB PRANDTL im gesamten Bereich der Koordinate , also

in Richtung quer zur Stromung, die Schubspannung konstant. Er ersetzte die tatsdchliche Abhdngigkeit von y

durch einen Festwert. Damit wurde (6) leicht integrierbar.

L _ 1. In yvrw/p + konst. (7)
w/p VK v

Den Wert 1/V/K setzte er gleich 2,5 und die Integrationskonstante gleich 5,5. Beides als Anpassung an
Messungen.

Aus (7) lassen sich Einschrankungen des Giiltigkeitsbereiches erkennen: Ausgeschlossen werden muss das
wandnahe Gebiet um y = 0. Es wird durch eine laminare Unterschicht ersetzt.

Cx _ Y TW/P 8
—r ” (8)

Mit den Gleichungen (8) und (3) ldsst sich, fiir den spater in [14] eingefiihrten dimensionslosen Geschwindig-
keitsanstieg an der Wand, die folgende Gleichung schreiben.

Cl_hVT/p. TW/p
0=

v Cp

(9)
Im Anfang der Turbulenzforschung hatte PRANDTL die Gleichung

C=YyVT (10)
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als ein durch Auswerten und Umrechnen der Messungen von BLASIUS gefundenes Geschwindigkeitsprofil
benutzt, das s,g. Ein-Siebentel-Potenz-Profil. [6]

Dieses Profil verletzt jedoch wesentliche Randbedingungen. Bei y = 0 wird der Geschwindigkeitsanstieg
unendlich groR und bei y = 1 wird er nicht Null, sondern erreicht den Wert 1/7.

Dennoch gelang es PRANDTL, mit dem Auftragen der Funktion

Cy :f<1ny\/TW/p>
T/ v ’

hs

ein weitreichend anwendbares Diagramm zu schaffen, das in der Ingenieurpraxis sowohl fiir die Kanalstrémung
als auch fiir die Grenzschichten benutzt wurde. (Abbildung 1)

Auf der Ordinate, zwischen den Zahlenwerten 70 und 103, liegt das von PRANDTL so benannte Gebiet der
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Abb. 1 Prandtls weitreichend anwendbares Geschwindigkeitsprofil mit turbulentem und laminarem Gebiet (kraftig
gezeichnet), beide Einzel- Profile sind durch die gestrichelt gezeichnete Ubergangsschicht verbunden.

voll ausgebildeten Turbulenz.

Aus PRANDTLS Ergebnis lassen sich einige Gebrauchsformeln herleiten.

Die Gleichung (9) ist der Quotient von ¢, //7w/p und zugehdrendem (h\/m) /v. Das sind die Endko-
ordinaten eines Geschwindigkeitsprofils fir y = h in Prandtls Darstellung von Gleichung (7). Der Quotient
entspricht C{;, dem dimensionslosen Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand bei y = 0.

Weiterhin kann man aus dem Produkt der End- Koordinatenwerten eine Reynoldszahl und, nach Multiplikation
mit dem Faktor 4 (um den Bedingungen der Ahnlichkeitsmechanik zu geniigen) eine spezielle Reynoldszahl
errechnen, die auf die maximale Geschwindigkeit des Profils bezogen ist. In Abbildung 2 wurden diese Re-Zahl,
sowie der Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand CY), liber der Prandtlschen Geschwindigkeitskoordinate
aufgetragen.

Weitere Folgerungen aus Prandtls Profil. Das nach (7) und (8) errechnete Profil erfiillt jedoch nur wenige der

Randbedingungen, die an ein Geschwindigkeitsprofil einer Grenzschicht gestellt werden, namlich
dcw _ C/ c$max
dy ~ % n’

bei y = 0 werden ¢, = 0 und
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Abb. 2 Re-Zahl sowie der Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand Cj, iiber der Prandtlschen Geschwindigkeits-
koordinate

bei y = h gilt ¢, = Cmax-
Das Profil verletzt die Bedingung, dass in Kanalmitte oder am oberen Grenzschichtrand der Geschwindigkeits-

anstieg Null betragen sollte.

3 Berechnung der Turbulenz mit strukturierten Wirbelfeldern

Beim Berechnen turbulenter Strémungen mit statistischen Methoden verzichtet man darauf, die Kausalitat
vom elementar kleinen Wirbel bis weiter zur Bildung eines Geschwindigkeitsprofils im Hauptstrom zu berechnen.
Gerade das aber war ab den 1970-iger Jahren eine Zielstellung der Forschung am Institut fiir Angewandte
Strémungslehre der TU Dresden. Die dabei bis zum Jahr 1979 erreichte Ergebnisse sind in einer Monographie
[15] nachzulesen.

Dabei wurde der rtliche und zeitliche Geschwindigkeitsverlauf in Wirbelfeldern als exakte Lésung von NAVIERS
Gleichung berechnet. Innerhalb von Systemen kleiner und kleinster Wirbel wird, wegen groBer Geschwindigkeits-
gradienten, der Arbeitsverbrauch durch Reibung besonders grob.

Als Antwort auf Einwinde, das Arbeiten mit strukturierten Wirbelfeldern kdnne als Ergebnis der Rechnung nur
laminare Lésungen liefern, wurde ein mathematisch scharf selektierendes Turbulenzkriterium gefunden. [15] Es

lautet:

Turbulenz ist in Wirbelsystemen vorhanden, wenn in der Differentialgleichung von Rayleigh, bei pe-
riodischer Bewegung, in zeitlicher Mittelbildung der nichtlineare Summand aus der Wirbelbewegung
erhalten bleibt.

Wenn Stromlinien und Linien gleicher Drehung in liberlagerten elementaren Wirbelfeldern deckungsgleich sind,
flieBt eine Strémung laminar.

Ist das nicht der Fall, dann kdnnen iberlagerte Felder im zeitlichen Mittel bestandig bleiben, Energie flieBt
ihnen von der Hauptstromung zu, es herrscht Turbulenz.

Die starken Geschwindigkeitsgradienten innerhalb von Wirbelfeldern verursachen Reibung. Damit verbunden ist
der Verbrauch eines Grolteils der verfiigharen Energie. Der verbleibende Energieanteil fiir den Transport des

Hauptstroms im Kanal wird erheblich gemindert.
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Zum Berechnen teilt man die Stromung in einen zeitbestandigen Anteil, fiir ihn ist die RAYLEIGH Diffe-
rentialgleichung zustdndig, und in einen zeitverdnderlichen Anteil, der mit einer nichtlinearen SOMMERFELD
Gleichung bearbeitet wird. [15]

In der Rayleigh-Gleichung erscheint ein zusatzliches Tragheitsglied, und die nichtlineare Sommerfeld Gleichung
spaltet Wirbelsysteme in weitere Systeme auf. In keiner der Differentialgleichungen darf der Reibungssummand
gestrichen werden. Die Rechnung liefert ein Spektrum von Wirbelfeldern mit groReren und kleineren Wellenzah-
len von geringerer Intensitit als die Ausgangsfelder.

Das Wirbelsystem ist vergleichbar mit einem System von akustischen Kombinationsténen, das HELMHOLTZ
beschrieben hat.

An der TU Dresden arbeitete E. STREHLE mit laminaren Wirbelfelder. [10] Zum Errechnen zeitgemittelter
Geschwindigkeitsprofile wird das Zeitmittel des Verwirbelns gebildet.

G. SCHINDLER nutzte ein neues Verfahren. Ausgehend von Wirbelsystemen errechnete er das turbulente
Geschwindigkeitsprofil fiir die Kanalstromung [11].

Die Briider FrITZ DETSCH und FRANZ DETSCH wandten die Wirbelfelder auf akustische Problemstellungen
an. [12] Mit Wirbelfeldern als akustisches Quellgebiet errechneten sie strdmungsmechanisch alle akustischen
Singularitdten, die der Englander LIGHTHILL in Analogie zur Elektrodynamik nur postuliert hatte.

Im Dresdener Institut hatte eine von H. J. MASCHEK gefiihrte Arbeitsgruppe die Fortschritte der Statistiker
beim Bearbeiten des Turbulenzproblems verfolgt und dazu eigene Beitrdge geleistet. Maschek war einer der
ersten, der Computerprogramme zur Berechnung turbulenter Strémungen erarbeitete.

Ende der neunziger Jahre hatte sich der Verfasser dem Berechnen turbulenter Geschwindigkeitsprofile einer
Kanalstromung zugewandt. Zunichst, um noch auf dem von BOUSSINESQ gewiesenen Weg, nach einer vom
Wandabstand abhingenden Zahigkeitsfunktion zu suchen.

Prandtl war bei der Berechnung des turbulenten Geschwindigkeitsprofils vom Newtonschen Reibungsgesetz
ausgegangen. Dagegen wurde nunmehr die Differentialgleichung fiir das Kraftgleichgewicht verwendet. [16]
Als erstes Ergebnis wurde ein Kompaktprofil vorgestellt. [17] Das ist ein Geschwindigkeitsprofil, das schon
im gesamten Strémungsbereich zwischen Y = 0 und Y = 1 gilt. Die Randbedingungen wurden erfiillt, ohne
eine laminare Unterschicht in Wandn&he hinzuzufiigen zu miissen.

In einem weiteren Schritt wurde das Zweiparabel-Profil entwickelt.

In [20] wurde schlieRlich ein Dreischichten-Profil vorgestellt, das auch die Randbedingungen beim Be-

schleunigen und Verzdgern beriicksichtigt.

4 Das Beschreiben von Reibungsschichten mit Kompaktprofilen

Zum Berechnen des Verlaufes eines zeitgemittelten Hauptgeschwindigkeitsprofils turbulenter Stromungen wird
nicht primdr von Newtons Reibungsgesetz ausgegangen, sondern es wird mit der stromungsmechanischen
Differentialgleichung operiert.

In Folgendem wird die stromungsmechanische Gleichung fiir eine unbeschleunigte Parallelstromung herge-
leitet. Daraus werden Geschwindigkeitsprofile berechnet. Weiterhin wird eine Rechnung vorgestellt, die den
Energieverbrauch durch Wirbel mit dem Verandern des Geschwindigkeitsprofils von Laminaritat zur Turbulenz

verbindet.



5 DIE SPEZIALISIERTE STROMUNGSMECHANISCHE GLEICHUNG EINER UNBESCHLEUNIGTEN
GRUNDSTROMUNG

5 Die spezialisierte stromungsmechanische Gleichung einer unbe-

schleunigten Grundstromung

Bei der ebnen Strémung zwischen zwei parallelen, geraden Wanden, Kanalstromung genannt, wird der Be-

schleunigungssummand aus NAVIERS Gleichung gestrichen. Es bleibt die Gleichung (11)

1 dp 0 dcy
w5 -

das Gleichgewicht zwischen Druck- und Reibungskraft anzeigend.
Das negative Vorzeichen von 9p/0x beriicksichtigt den Druckabfall in Stromungsrichtung. In unmittelbarer
Wandnahe wird die im AuBenfeld vergroBerte Zahigkeit v, zum Normalwert zuriickgebildet, es gilt dort also
Ve = v. Man schreibt fiir die Kanalstrémung im Wandbereich

1 Op 9%c,

_;.%:1/. 8y2 (12)

und, nach weiterem Differenzieren .

93¢,
— =0. 13
oy’ (13)
Mit der Hagenzahl
2,
Ha' — — (hf)p/c‘)x> (14)
Cmittel * V' * P/ (y=0)

wird aus (12) der Zusammenhang (15)

82C
Ha* — — () (15)
Y2 ) o,

gefolgert, das Charakteristikum einer Kanalstromung.

Folgende dimensionslose GroRen werden definiert:

Cx Y , dC
C= Y=< Co=|-—= 16
Comax h’ 0 (dy>y_0 (16)
Das Integrieren von (11) fiihrt zu .
1 Op ¢y
=y =y S 4 konst. 17
T TEERY, a9y + kons (17)

An der Wand, bei y = 0, geht also v, in v iiber. Daraus lasst sich fiir die GroBe der Konstanten folgern.

konst. = —v - (dcz> . (18)
dy y=0



5 DIE SPEZIALISIERTE STROMUNGSMECHANISCHE GLEICHUNG EINER UNBESCHLEUNIGTEN

GRUNDSTROMUNG
Nach dem Impulssatz kann man fiir die linke Seite der Gleichung (17) auch schreiben:
de,
1 0 . dy v-c
/4 —Tw y=0 * Cxmax /
. = = -CL. 19
p Ox p-h h h? 0 (19)
Das in (17) und (18) eingesetzt ergibt
Cxmax ° Y dC Cxmax Crmax
—V‘O(/)'T:VG'W' h —C(I)T, (193)
und schlieRlich
dC
oy =2 & o 2
Gv="00 - (20)
Etwas anders geordnet erhdlt man
1 dC 1-Y
= 21
Ch AY v v (21)

Das ist die stromungsmechanische Gleichung einer unbeschleunigten Parallelstromung.

Die Gleichung (21) ist die Grundlage zum Errechnen von Geschwindigkeitsprofilen C' = f(Y') in Kanalstro-
mungen. Sie wird aber auch fiir Grenzschichten angewendet, wenn die VergroRerung der Grenzschichtdicke in
Stromungsrichtung gering ist.

Fiir das Verhaltnis von effektiver Zahigkeit zur molekularen Zahigkeit wird der folgende Ansatz gewahlt.

”€:1+a<Y—Y;> (22)

14

Die Z&higkeit an der Wand, bei Y = 0, entspricht der molekularen Zzhigkeit. (v./v = 1) In der Kanalmitte,
bei Y = 1 erreicht Verhiltnis in turbulenter Strémung den Maximalwert. Die 1. Ableitung von (22) ergibt Null.
Mit a — 0 in (22) fiihrt die Integration von (21) zu einem laminarem Geschwindigkeitsprofil.

%:@‘f) (23)

mit C}, = 2 als dimensionslosen Geschwindigkeitsanstieg an der Wand.

Beispiel
Fiir die Abhingigkeit der Z3higkeit vom Wandabstand wird (22) verwendet.

1oac_ -y
14 a(Yy - %Y2))

Co dv —

Die Integration liefert die Geschwindigkeitsfunktion

C% B / a+ :(IY__Y);YQ))dY = ém (1 ta (Y - %W))

10



5 DIE SPEZIALISIERTE STROMUNGSMECHANISCHE GLEICHUNG EINER UNBESCHLEUNIGTEN

GRUNDSTROMUNG
Mit const = 0 wird der Geschwindigkeitsanstieg an der Wand mit der Bedingung Y = 0 — C' = 0 gefunden

r_ a
Co_ln(1+%)

Die Abhangigkeit C(Y) fiir spezielle Kompaktprofile zeigt Abbildung 3

(dc/dy) _1-Y

cy v./v

1
¥
(dc/ary 3
b

Co' :‘
Bl
.
a a=0,Co=2
ul
K
:,-| —--—a=20,Co0=8,34
0,5 ral
ol
A ----a=50,Co0=1535
g
A N a=200,Co=4334
Y
:‘\ \‘
\ .
\ ™,
S '~
.~ -
0 B L LT T TPl e iy — Y
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Y

a=0,Co=2
—--—a=20,C0=8,34
----a=50,Co0=1535

a=200,Co0=43,34

(b) Geschwindigkeitsprofile

Abb. 3 Geschwindigkeitsprofile mit unterschiedlichen Ansitzen fiir die Z3higkeit berechnet. Mit a = 0 erhilt man
das laminare Geschwindigkeitsprofil

11



6 DAS ZWEIPARABEL-PROFIL

6 Das Zweiparabel-Profil

Die Funktion (21) wird entsprechend Abbildung 4 vereinfachend angesetzt. Zwei Geraden, die beide am
Abszissen- bzw. Ordinatenwert 1 beginnen, schneiden einander im Punkt D, bei Y = Yp und dcc/ﬁy =r-Yp.
Fiir die folgende Rechnung werden die Zusammenfassungen (24) angewendet.

_1-rYp 3 rYp 2 2r 1

“T 7y, vy, "1+ T 1xr1-vp (24)

Bei laminarer Stromung gilt & = 8 = 1. Dann besteht zwischen r und Yp der Zusammenhang Yp = 1/(1+7).
Der Punkt D liegt in diesem Fall auf der gestrichelten Geraden in Abbildung 4. Die Gerade entspricht dem
Anstieg der Geschwindigkeit in einer laminaren Strémung.

Das Doppelintegral iiber die von A nach B gehende Gerade stimmt mit dem Integral tiber C'(Y) liberein, es
entspricht also der mittleren Geschwindigkeit bei Laminaritat.

Das Integral iiber die Fliche A D B C.A ist so groR wie das Integral iiber C(Y") bei Turbulenz.

Das Integral liber die Differenzfliche A B D A entspricht dem Verlust an Transportgeschwindigkeit, den eine
turbulente Schicht gegeniiber einer laminaren bei gleich groRem Druckabfall erfahrt.

Das unbestimmte Integral iiber A D B liefert (abgesehen vom laminaren Fall mit nur einem Parabelbogen)

Geschwindigkeitsprofile, die aus zwei Parabelbdgen zusammengesetzt sind und bei Y}, stetig beziiglich C und
dC/dY verlaufen.

1 eA
\\
dc/dyy |\ .
N
- N
r
Cy .
<
N
\\
N
N
~
\\
N
N
-

-~ \

% “laminar

=3 N
05 B

E

N
\
-
N
\\
N
\\
N
N
D N
rYp A
turbu,'E.nt \\\
\\
c | wandnaher . .
0 Bereich Wandfelmer Bereich S B

Abb. 4 Der mit dem Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand dimensionslos gemachte Anstieg der Geschwindigkeit
in Abhangigkeit vom Wandabstand Y fiir das Zweiparabelprofil

12



6 DAS ZWEIPARABEL-PROFIL

Das Integrieren wird nach Gleichung (25) aufgeteilt in einen wandnahen Bereich (1), 0 <Y < Yp:

1 dCy

1y
Gy dy “
c; 1 [doy y?
L _ - =y,
i C’(’)/dY “3 (25)
Yo ¢ Y, Y3
I D D
gy = 1D _ 41D
o CF 2 "6

sowie in einen wandfernen Bereich (Il) Yp <Y <1

1 dCyy
— =p3(1-Y
Cy dY A )
Crr 1 dCy; Y2
= — — Y N
T / 1% B( 5 ) + konst (26)
1 2 3
Cr 1 (Y2 YE
Y = | = — e . 1 — Y
v Ol d B {3 ( 5 5 + konst - ( D)

Durch Gleichsetzen von C; = Cyy bei Y = Yp findet man die Integrationskonstante

Y2
konst = (1 —B)Yp + (8 — a)TD
Fiir den dimensionslos gemachten Geschwindigkeitsanstieg an der Wand, bei Y = 0, wird der Ausdruck

’ 2 v
= = — 2
= 1+nrYp Yp (27)

gesetzt. Fiir eine laminare Strémung wird C = 2.
Damit werden die bestimmten Integrale iiber die Geschwindigkeit geschrieben.

Fiir den wandnahen Bereich

Yp 2 3 2
_ (Yo Yp\_ (Yo Yp
/OCIdYYD(z 6)”(2 6 ) 28)
sowie fiir den wandfernen Bereich
1 2 3 2
v-6 (1 Y; Yp ¥ Y5
y=22(Z_(2_Ip T la-py, — Q)L | (1-Yp). 2
oy =GR (G- (2 -2)) i [e-amr -0 @)

Fiir die mittlere Geschwindigkeit {iber wandnahen und wandfernen Bereich wird die Summe beider Teilbereiche

gebildet.

2 6 2
1 YR Y
sl 4 D
+<3 2+6>

13



6 DAS ZWEIPARABEL-PROFIL

Bei Yp — 0 strebt das Integral iiber C'(Y") einem Grenzwert zu. (30) und Tabelle 1.

y — 0,

/C’Ideo (30)
1 2 ro1
CrdY = —— (- + =

_— 1+r(3+2>

Im allgemeinen wird die GroRe des Parameters r aus dem Vergleich dieser bestimmten Integrale mit Messwerten
festgestellt.
Jedoch lasst sich 7(Yp) in dem Spezialfall einer stark beschleunigten Strdmung auch berechnen. Aus (25) wird

die zweite Geschwindigkeitsableitung an der Wand gebildet.

dQC] ’ l—T'YD
—L_c ([ -—2) = —Ha* 1

Wenn C{ = « gesetzt wird, dann ergibt sich aus dem Produkt, nach kurzer Zwischenrechnung, eine quadratische
Gleichung fiir (Yp)

1-Y] 1

2 D

- — 2
T r -+ 5 (3)

mit der Wurzel

1-Yp 4Yp
= 1— 41— —r— .
= v, ( = YD)2> (33)

Die Hagenzahl wird Ha* = 2. Die —Werte werden gleich oder groRer als Eins. Das mit dieser Rechnung
erfassbare grofte Yp betrdgt 0,17. Dann wird der Radikand von (33) zu Null. Fir Yp — 0 wird r = 1.
Abbildung 5 zeigt Geschwindigkeitsprofile, die mit dem Ansatz von zwei Parabeln (Gleichungen (25) und (26))
berechnet wurden. Der Kurvenzug C{) = 2 entspricht einer laminaren Strémung.

In Tabelle 1 sind die mittleren Geschwindigkeiten unterschiedlicher Profile aufgeschrieben worden. Die auf diese

Weise berechneten Profile C'(Y") stimmen mit Messungen gut {iberein. Ein Zweiparabelprofil war bereits im

r=1,0 r =0,8 r =0,6 r =0,4 r =0,2 r—0

Yp =12 0,6667 0,6852 0,7083 0,7381 0,7778  0,8333
Yp =1/3 0,7222 0,7407 0,7639 0,7937 0,8333  0,8889
Yp =1/s 0,7667 0,7852 0,8083 0,8381 0,8778  0,9333
Yp = e 0,7778 0,7963 0,8194 0,8492 0,8889  0,9444
Yp =17 0,7857 0,8042 0,8274 0,8571 0,8968  0,9524
Yp = 1/s 0,7917 0,8102 0,8333 0,8631 0,9028  0,9583
Yp = 1/e 0,7963 0,8148 0,8380 0,8677 0,9074  0,9630
Yp = /10 0,8000 0,8185 0,8417 0,8714 0,9111  0,9667
Yp = 1/20 0,8167 0,8352 0,8583 0,8881 0,9278  0,9833
Yp = /a0 0,8250 0,8435 0,8667 0,8964 0,9361  0,9917
Yp = 1/80 0,8292 0,8477 0,8708 0,9006 0,9403  0,9958

Yp = 1/160 0,8313 0,8498 0,8729 0,9027 0,9424  0,9979
Yp =0 0,8333 0,8519 0,8750 0,9048 0,9444  1,0000

Tabelle 1 Mittelte Geschwindigkeit fol CdY von Zweiparabelprofilen abhingend von Yp und r.

Jahr 1995 vorgestellt worden. [22]
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7 BEI TURBULENZ MINDERN PARASITARE WIRBEL DIE FLUIDE TRANSPORTARBEIT GEGENUBER
DER LAMINAREN STROMUNG

1,0
—Co=2;Y D=0,5
Y —
-=Co=5Y D=0,2 A
08 f /]
-:=Co’=10;Y_D=0,1 "
1
"
/
7
06 /,
/
/-
77
/2
L ’.
04 | ’/
;o
L ,
‘v
7 .
L s
-
02 f y
L PRV
- .
- - I
0,0 .fn'-"\"._ il -.. TR S S S S N RN SR S R T R
0,0 0,2 04 0.6 0,8 c 1,0

Abb. 5 Geschwindigkeitsprofile mit zwei Parabeln (Gleichungen (25) und (26)) berechnet. Der Kurvenzug Cj = 2
entspricht einer laminaren Strémung

7 Bei Turbulenz mindern parasitare Wirbel die fluide Transportar-

beit gegeniiber der laminaren Stréomung

In einer turbulenten Strémung bilden sich dauernd Wirbel, deren Energie bald durch Reibungsarbeit verbraucht
wird. Die Wirbel verschwinden wieder, doch andauernd sind neue entstanden.
Beim gleichen Druckgefalle bewegt sich eine turbulente Kanalstromung weniger schnell als eine, nicht durch
Wirbel gebremste, laminare Strémung. Bisweilen hat man die iiberlagerten Wirbel als Energieparasiten bezeich-
net.
Um eine quantitativ begriindbare Vorstellung von der GroBe des Energieverbrauchs zu erhalten, folgt eine
Rechnung fiir ein vereinfachtes System.
Dabei wird der natiirliche Ablauf des stindigen Entstehen und Verldschen von Wirbeln durch ein bestandiges
Wirbelfeld ersetzt. Das entzieht dem iiberlagerten Hauptstrom Energie und wandelt sie in Reibungsarbeit um.
Mit Kenntnis der Kinematik von Wirbelfeldern [15] wird somit die kinetische Energie, die dem Hauptstrom
entnommen wird, berechenbar.

Man reduziert die Wirbel zu einem ebenen Wirbelfeld (Abb. 22. 3 in [18]), mit der Stromfunktion

U = K - cosvy - cosd. (34)

15



7 BEI TURBULENZ MINDERN PARASITARE WIRBEL DIE FLUIDE TRANSPORTARBEIT GEGENUBER
DER LAMINAREN STROMUNG

Darin besitzt K die Dimension [m?/s], vy =a; -z und § = a; - y.

Durch Differenzieren der Stromfunktion findet man die Geschwindigkeitskomponenten.

ov
¢z = —— =K (—a;) cosvy-sind
Ay
ov (35)
=" =K -a;-siny-cosd
Die Quadrate der Geschwindigkeit entsprechen der kinetischen Energie pro Masseneinheit.
cﬁes =2+ Cz2; = K?.a? - (cos? 7y - sin? § + sin® v - cos? §) (36)
Die Integration von c? iiber v und § liefert wegen
27
1 2w
/ cosQ'ydfy:fsin?erl =
0 4 2 1o
2m
1 27
/ sin?ydy = — = sin2y + J =7 (37)
0 4 2 1o
das Ergebnis
27 2w m2
/ / cées dyds =272 K2 a? {2} (38)
0 0 S

Im Folgenden werden die Integrale iiber das laminare Profil (23) und das turbulente Feld (10) angegeben.

C2 =) (Y2 —Y® +Y1)4)
1

1 3 4 5
y3 oyt vy 2
/C%dY:C(’)Q — )| ==c
0 3 4 2)|, 15
(39)
Cq =Y?"
1
7 7
C3dYy = V9T =~
/0 r 9 9

Jetzt kann die Energiedifferenz zwischen einem laminare und einem turbulenten Profil bestimmt werden.

/1C2dY—/lC2dY—2 27 (40)
0 E o T Y 9

Sie entspricht gerade dem Arbeitsverbrauch eines, dem Hauptstrom iiberlagerten, Wirbelsystems. Das Gleich-
setzen von (38) und (40) fiihrt zu

2 7
27T2K2 12 = <15 062 — 9) C%—vmaw (41)
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8 DIE VERBINDUNG VON GESCHWINDIGKEITSANSTIEG AN DER WAND UND RE-ZAHL BEI EINER
KANALSTROMUNG

In der Gleichung (42) wird beriicksichtigt, dass auf einer Fliche h? die Anzahl von n? Wirbelfeldern einzufiigen
sind. Im Z3hler, auf der linken Seite erscheint die Wirbelgeschwindigkeit K - a;. Im Nenner steht das Maximum
der turbulenten Hauptgeschwindigkeit.

Kai

CTmax

Wenn im Beispiel als kinetische Energie des turbulenten Hauptstromes vom Profil (A 10) der Zahlenwert 7/9
eingesetzt wird, dann miisste das turbulente Geschwindigkeitsprofil einen Anstieg der Geschwindigkeit an der
Wand von mindestens Cj) = 1/35/6 = 2,41 erreichen. Dieser Wert liegt nahe bei der unteren Grenze des voll
ausgebildeten turbulenten Gebiets in Prandtls Koordinaten Abbildung 2.

8 Die Verbindung von Geschwindigkeitsanstieg an der Wand und

Re—Zahl bei einer Kanalstromung

Bei der Kanalstromung lasst sich der in der Uberschrift formulierte Zusammenhang aus zwei Griinden leicht
bestimmen.

Erstens sind, fiir gleich groBen Druckabfall in Stromungsrichtung, die Steigung eines vergleichbaren laminaren
und die des turbulenten Geschwindigkeitsprofils an der Wand gleich groB.

Zweitens stimmen die Hohen beider zu vergleichenden Geschwindigkeitsprofile mit der halben Kanalhéhe h
iiberein.

Die Indizes L und T stehen jeweils fiir Laminaritdt und fiir Turbulenz. Es kann das Verhiltnis zugehdrender
mittlerer Geschwindigkeiten von Laminaritdt und Turbulenz dem Verhiltnis der Reynoldszahlen gleichgesetzt
werden. (Chittelr, = fol fol(l —Y)dY = C}/3)

1%eL _ Cmittel L _ 06/3

Rer  Cmittelr fol CrdY

(43)

Mit Re* wird die Reynoldszahl bezeichnet, bei der die Laminaritit endet und die Turbulenz beginnt. Beim
Zahlenwert Re™ = 2039 liegt der gemeinsame Punkt in den Auftragungen A(Re) des nach Hagen geltenden
Verlaufes fiir Laminaritat und des Verlaufes fiir Turbulenz nach Blasius.

Man bildet das Verhiltnis Rer, /Re™. Ist Rer, = Re™ dann gilt Cj) = 2. In der Rechnung bleibt also Re* eine
konstante GroBe. Mit einem um einen Faktor m vergroRerten laminaren Wert Rey, = m - Re*, dndert sich auch
C{/2 um den selben Faktor. Wird m = C{/2 gewihlt, dann ergibt sich

ReL 06 2

—L_ (=) . 44

Re* < 2 (44)
Dann l3sst sich aus (43) und (44) auch das Verhéltnis Rer/Re* bestimmen.

Re*  Re* Reyg

N2 3 [ Crdy '
Rer _Rep Rer  (Cp\™ foilT 3 / CrdY (45)
2 Cj 4 0

Damit ist es méglich, bei bekanntem Anstieg an der Wand C{; und gegebenem Geschwindigkeitsprofil C'(Y),

das bestimmte Integral von C' iiber Y auszurechnen und schlieBlich dem Reynoldszahlverh3ltnis Rer/Re*

zuzuordnen.
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10 UBER DEN ZUSAMMENHANG VON GESCHWINDIGKEITSANSTIEG AN DER WAND UND
REYNOLDSZAHL IN GRENZSCHICHTEN

9 Beziehung zwischen Geschwindigkeitsanstieg an der Wand und

Widerstandsbeiwert

Wenn der Geschwindigkeitsanstieg an der Wand C{ und Rer bekannt sind, kann die Verbindung zur dimensi-

onslosen Wandschubspannung

TW:VPC(/) Cr;LaX
! (46)
T™wW _ 14 .4.0/.Cmax —4. 0 .Cmax
P el AN Crmittel O Cottel Rer  cCmittel
und zum Widerstandsbeiwert
C/
A:8T+284 ().<Cmax) (47)
P Crnittel Rer \ cmittel /

hergestellt werden.
Damit ist auch der Verlustbeiwert \ der Kanalstrémung erfassbar. [15] Die Abhingigkeit Rer = f(CY) ist mit
(45) festgelegt, dieses in (47) eingesetzt, fiihrt zur Endgleichung

4 42,67 1

S (folCdY)2 B (Jrear)”

(48)

10 Uber den Zusammenhang von Geschwindigkeitsanstieg an der

Wand und Reynoldszahl in Grenzschichten

In den voran geschriebenen Kapiteln war die Abhingigkeit der Geschwindigkeit vom Wandabstand in turbu-
lenten Kanalstromungen ermittelt worden. Nun soll weiterhin erkundet werden zu welcher Reynoldszahl eine
Grenzschichtstromung gehort, deren dimensionsloser Geschwindigkeitssteigung an der Wand C}) betragt.
Man benutzt dazu die Postulate der Ahnlichkeitsmechanik [18] und ein von Blasius im Jahr 1913 publiziertes
Messergebnis [2],

A =0,3164 - Re™ /4, (49)

In stromungsmechanischen Anwendungen verwendet man die folgenden Formen. Mit Re wird bei Rohr-
und Kanalstrémungen gearbeitet, bei Grenzschichten mit Res. Fiir ein gerades zylindrisches Rohr mit dem
Durchmesser D gilt Re = ¢mitte D /v

4. A —dp
= U ds
p- CQmittel
o A Cmittel
Re=21-77 (50)
)

R85 _ Cmax
v

T™wW
L2
P Chittel

| >

18



10 UBER DEN ZUSAMMENHANG VON GESCHWINDIGKEITSANSTIEG AN DER WAND UND
REYNOLDSZAHL IN GRENZSCHICHTEN

Unter (50) findet man eine Beziehung von Widerstandsbeiwert A und Wandschubspannung nw. Damit kann
(49) zu (51) umgeschrieben werden.

W _ 07 3164 |:4 ) A Cmitte|:| 1/ ) (51)

P Caﬁttel 8 E v

Der in (50) und (51) stehende Quotient (A/U) ist der hydraulischer Durchmesser. (A = Strémungsquerschnitt,
U = benetzter Umfang) Bei der Kanalstromung gilt.

A Hb
U 2H+2b

(H = 2h ist die Kanalhthe und b die Kanalbreite) Fiir b sehr viel groBer als H wird

A H
—=_=h 52
- (52)
Damit wird (51) zu
W 0,3164 Crmittel ] ~1/4
= [4-h- > } (53)
P mittel

Nachfolgend wird eine Stromung innerhalb einer Kanalhalfte mit einer unbeschleunigten Grenzschichtstromung

l&ngs einer ebenen Platte verglichen. Die halbe Kanalhdhe h geht dann in die Grenzschichtdicke ¢ iiber.

w o 0,3164 {4 . cmitteq—l/‘l _ 0,3164 {

4-Res - Cm“m'} o (54)
P Cﬁ'nittel 8 8

v Cmax

Der dimensionslose Reibungsbeiwert A wird der Wandschubspannung gleich gesetzt.

<dc£)
vp| —
w dy y=0 V- Cl  Cmax _ C} . ( Cmax )2 (55)
2 = 2 = o .
P Chittel P Chittel Cmittel * 0 * Cmittel Res Cmittel
Die so gebildete neue Gleichung (55) nach Res aufgeldst, fiihrt zu (56), wobei h = § gesetzt wird.
c 7/3
Res = 117,8 - (C)"/* ("‘ax )
Cmittel
(56)
Re=4-Re;s - (cm'tte')
Cmax
AnschlieBend wird nach C{; aufgeldst und die fiir turbulente Strémung gebrduchliche Niherung
Crmax/Cmittel = 8/7 genutzt. Dann erhalt man
Ch=2,21-10"2 . Re¥/*,
(57)

Re; = 160,86 - (C)*/?.
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10 UBER DEN ZUSAMMENHANG VON GESCHWINDIGKEITSANSTIEG AN DER WAND UND
REYNOLDSZAHL IN GRENZSCHICHTEN

Beispiele

1) Laminare Strémung

Mit dem kleinsten Grenzwert der Messung von Blasius bei Re = Re* und C{ = 2, sowie Cmax _ § errechnet man aus
Cmittel
(56):
3\ 7/3
Res = 117,8 - (2)"/* <§> = 764, 5.

Cmax

Re = Re* =4 - Re; - (Cm‘m') =4-764,5- % = 2039.

2) Turbulente Strémung
Mit Yp = 1/20 und r = 1, findet man in Tabelle 1 den Wert Cmittel fol CdY = 0,8167. Nach Gleichung (27) wird

Cmax
Cb = 20. Gleichung (56) liefert:

) 1 7/3
Res; = 117,8 - (20)*/? (m) = 1,03 10*

Re =4 - Res - (M> =4-1,03-10*-0,8167 = 3,36 - 10*.

Cmax

3) Kanalstrémumg

. . o 5 \np . Cmi
In einer Kanalstrémung ist die Reynoldszahl Re = 10°. Wie groR werden C; sowie Cmittel

Nach Gleichung (56) wird

Cmax

2 e 4/3
Re = 4-117,8 - (C)** (L> .

Cmittel

10° 3/4 ¢ ¢
C/ — max — 55 61 . max
0 (4 . 1177 8) (Cmittel ) ’ (Cmittel )
Nach Tabelle 1 gilt fiir ein Zweiparabelprofil, mit » = 1, das Geschwindigkeitsverhaltnis cmittel/cmax = 0, 83. Also wird

Ch = 67.

Bei Rechnungen mit der Gleichung (53) von Blasius gilt Re = 10° als obere Grenze. Mit einer Weiterrechnung von

Prandtl kann die Anwendungsgrenze bis nach Re = 107 verschoben werden, siche Tabelle 2.

Re A ch
1,0-10° 0,0180 49,2
5,0-10° 0,0131 179
1,0-10 0,0116 317
5,0-106 0,0090 1230
1,0-107 0,0081 2210

Tabelle 2
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12 DAS UMFORMEN VON GESCHWINDIGKEITSPROFILEN EINER KANALSTROMUNG IN EIN
GRENZSCHICHTPROFIL

11 Die Hagenzahl einer Kanalstromung

Die Hagenzahl gilt als Verhaltnis von Druckkraft zur Z3higkeitskraft.
Bei den Grenzschichten lasst sie sich als Randbedingung festlegen: An der Wand, bei Y = 0 entspricht die
zweite Ableitung der Geschwindigkeit C' nach Y der negativen Hagenzahl.

d2C .
<d2Y>Y_0 = ~Ha (58)
—dp 52
Ha* =
& ( dz ) Comax "V P (59)

wobei zwischen dp/dz und der Geschwindigkeitsdnderung folgender Zusammenhang besteht:

dp de
Bei Kanal- und Rohrstromungen gilt konstanter Querschnitt.
Durch das Gleichsetzen der bekannten (Gleichung (21.15) in [18])

H
A:2~R—2 (61)

mit der Beziehung fiir den Reibungsbeiwert an der Wand

W v s/ Cmax
A=8 —o— =84 | —— |- C- 62
> - Czqittd (4 * Cmittel * h) 0 Cmittel ( )
erhdlt man
Ha=16-C)- ~™< ynd Ha* = CJ, (63)
Cmittel

Im Kapitel 21 des Lehrbuchs Angewandte Strémungslehre [18] ist die Ha—Zahl entsprechend der Ahnlichkeitsme-
chanik definiert. Bei der Berechnung von Grenzschichten, ebenda im Kapitel 24.5, wurde die Hagenzahl jedoch
dem friiher von den Strémungsmechanikern verwendeten Pohlhausen—Parameter Ha* = —dp/dx - 62/(1 * cmax)
angepasst. Beim weiteren Gebrauch war das unterscheidende (*) fortgelassen worden. Zwischen beiden unter-
schiedlich definierten Hagenzahlen besteht bei (h = §) der Zusammenhang Ha/Ha* = 16 - ¢max/Cmittel-

Beispiele
16-2-
1.) Eine laminare Strémung mit C§ = 2 und Ccmax = g ergibt Ha = 6-2-3 _ 48 und Ha* = 2.
mittel
2.) Fiir eine spezielle turbulente Strdmung mit C} = 20 und ccmi =0, 8167 ergibt sich Ha = 392.
mittel

12 Das Umformen von Geschwindigkeitsprofilen einer Kanalstro-

mung in ein Grenzschichtprofil

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Beziehung (21) in guter N3herung auch fiir Grenzschichten anwendbar

ist. Gegenliber den Profilen der Kanalstromung wird bei Grenzschichten zusatzlich gefordert

d42c .
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13 ENTWICKLUNG VON DREISCHICHTENPROFILEN

sowie

Die Bedingung (65) wird aus Prandtls Grenzschichtgleichung gefolgert. (Siehe [18] Gleichung (24.11a)). Beim
Ableiten der Grenzschichtgleichung nach Y verschwindet der Summand %-% auf der linken Seite der Gleichung.
Das Differenzieren der linken Gleichungsseite ergibt Null an der Wand bei Y = 0.

Nach dem Impulssatz der Stromungsmechanik (Kapitel 3.5 in [18]) gilt fiir eine Kanalstrémung:

dp
=2 .p 66
™w i (66)
Mit
TW:y~p-Cécr;;X
wird
_jl.hz
Chp=—9L _ — {Ha* 67
0 V- p - Cmax ( )

Der Vergleich von (64) mit (67) zeigt, dass fiir den Kanal b = 1 gilt. Mit Ha* = C{ ist das Kriterium der
Kanalstrémung erschienen.

Zum Umwandeln von Kanalstrémungen zu Grenzschichtstromungen wird folgender Ansatz genutzt. [16]

1 /dC 1 /dC
— (=] =AY - YY)+ —= | — 68
O(l) (dY> exp( © ) " C(/) <dy> Kanal ( )
Damit werden die Bedingungen (64) und (67) erfiillt.
Beispiel
. . . 2(a+a?®) ... ..
1) Kompaktprofil: Die Rechnung ergibt A=1+4+a—b und ¢ = Tra—b giiltig fiir b < 1+ a.
(1 1 1 [d%C
2) Zweiparabelprofil: (—,) =—¢-Y, beiY =0 wird (—,) =1, = <—) = —¢,
) COS Kanal CO 4 Kanal CO dy? Kanal
1 [a°C _ o _a+ta e o
66 (—dy3)Kanal =0, A=a—-0b, &= o giltig fir b < a.

13 Entwicklung von Dreischichtenprofilen

Beim Zweiparabel- Profil wurde die Funktion 61’6 (j}Cf = f(Y), entsprechend Abbildung 4, mit nur zwei
Schichten, einer wandnahen und einer wandfernen, stark vereinfacht gebildet.

Nun soll zusatzlich eine ausgleichende Mittelschicht eingefiigt werden. Das Angebot an moglichen Verlau-
fen dieser Schicht lasst sich durch eine Ahnlichkeitsbetrachtung reduzieren. Schon im Jahr 1954, war eine

Ahnlichkeitskennzahl

dc
K= dzl/;c (69)
dy?
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13 ENTWICKLUNG VON DREISCHICHTENPROFILEN

fiir das Strémen in Grenzschichten vorgestellt worden [21]. Sie wurde zunidchst nur zu Vergleichen mit
Stabilitatsrechnungen von laminaren Grenzschichten benutzt. Die Anwendungsmoglichkeit reicht aber weiter.
Fiir turbulente Grenzschichten ist K = —1 begriindet worden. Damit wird (69) als Differentialgleichung
geschrieben

?C  dc/dy
dy2 Yy

0 (70)

und liefert als Integral fiir dC'/dY das Ergebnis

dc dy 1
— =K . - —= =K . —InK-Y)=K - = 1
% onst - exp < . Y) onst - exp(—In ) onst v (71)

Also ist der Verlauf des Geschwindigkeitsanstiegs dC'/dY in einem Wandabstand Yy <Y < 1/2 eine Hyperbel.

1 /dC\ Y, 1

— (=)0 = 72

) (dY) 2 Y (72)
Ausgenommen sind die iibrigen wandnahen und wandfernen Gebiete, in denen die Randbedingungen einen
anderen Verlauf erzwingen. In der Abbildung 6 wurde der Geschwindigkeitsanstieg liber dem Wandabstand

aufgetragen. Gestrichelt gezeichnet ist eine Schar gleichseitiger Hyperbeln mit dem Parameter Y;,. Der Anstieg
eines laminaren Profils (Yy = 1/2) ist eine Gerade. Die Hyperbel ist zu einem Punkt geschrumpft.

dC) =0und Y =0, fiihrt ins Unendliche. An jede

1
Das Verlangern der Hyperbeln bis zu den Werten 0—6 (dY

1,0
1 dC
DVEE laminar
c, dY
Unterschicht 0<Y<Y,
0,5 t
|
_|
|
|
L
|
- \ 4
\ A 11 Oberschicht 0,5< Y < 1
~N
0,0 EE————
0,0 0,5 Y 1,0

Abb. 6 Geschwindigkeitsanstieg in Abhangigkeit vom Wandabstand. Gestrichelt gezeichnet sind die Hyperbeln in
der Mittelschicht mit den Parametern Yy und C{,. Mit abnehmendem C{ wird der Hyperbelbereich der Mittelschicht
kleiner. Bei Laminaritit schrumpft er zu einem Punkt. In diesem Fall ist Cj = 2 und Yy = 0, 5.

Hyperbel sind in beiden Koordinatenpunkten mit dem Achswert 0,5 Tangenten gezeichnet. Diese schneiden die
jeweilige Achse bei 1,0.

23



14 DAS DREISCHICHTENPROFIL FUR DIE KANALSTROMUNG

Ein Linienzug, der beim Ordinatenwert 1,0 beginnt, weiter iiber die Hyperbel |auft und dann, mit der bei
Y = 1/2 beginnenden Tangente, bis zum Abszissenpunkt Y = 0 fiihrt, ergibt nach dem Integrieren ein
Geschwindigkeitsprofil.

Jedoch wiirde die Neigung der Tangente bei Y = 0, sie entspricht der zweiten Ableitung Geschwindigkeit
d2C'/dY? an der Wand, eine zu groRe Hagenzahl ergeben. Fiir die Kanalstromung, die zuerst berechnet wird,

muss jedoch gelten:

d*C

ek Ha* = C},

Diesen Wert fiir Ha* erhalt man, wenn die geradlinige Tangente durch die folgende Funktion ersetzt wird.

) o) (G @) e

Beim Koordinatenpunkt % (j}C’/) = % und Y =Y schlieft der Verlauf (73) an die Hyperbel (72) an.
0

14 Das Dreischichtenprofil fiir die Kanalstromung

Fiir die Berechnung einer Kanalstromung werden folgende Randbedingungen beriicksichtigt.

Y =0 (an der Wand): C=0, dC/dy =C}, d2C/dY?= -1, d3C/dY3 =0.

Y =1 (in der Kanalmitte): C =1, dC/dY =0.

Man operiert weiterhin mit einem iiber Y dreifach, in Unterschicht, Mittelschicht und Oberschicht geteilten
Funktionsverlauf.

in der Unterschicht, zwischen Y =0 und Y =Y, gilt

1 dC 1 Y \? y\*
cawl”(z“)(?"(m) ”'(%)) "
C y?2 1 3 v+ 2 y®

[ ¥ B VA0 PR e e

C 2 +<2 0) ( 4 YO3+5 YO4) (75)

An der Verbindungsstelle zwischen Unter- und Mittelschicht, bei Y = Y| erreicht die Geschwindigkeit gerade
die GroBe K.

c 1
o= (33Yy — 6Yy) = K4 (76)

Die Mittelschicht liegt zwischen Y =Yy und Y = 1/2.

1 /dC\ Yy 1

— =2, = 14
i <dY> 2 Y (77)
c Y, 33 3 Y,

Die Integrationskonstante wurde mit der Bedingung Y = Y; bei C/C{ = K; gefunden.
Am wandfernen Ende der Mittelschicht, bei Y = 1/2, erreicht die Geschwindigkeit gerade die GroBe K.

1
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14 DAS DREISCHICHTENPROFIL FUR DIE KANALSTROMUNG

Die Oberschicht liegt zwischen Y =1/2 und Y = 1.

1 /dC

& <dY> — 2, (1-Y) (80)
2

C,/QYE)(IY)ZYOo(YY)Jrconst

cy 2

Die Integrationskonstante wird mit den Werten Y = 1/2 und C' = K5 bestimmt.

1 3
const=Ko—Yy-(1—-)=Ky——--Y)

4 4

Yo

C Y 1 3
Cl:48~(33—6Y0)—|—2(ln2—lnY0)+Y0'(2Y—Y2_4> (81)
0

Bei Y =1 soll C' =1 gelten. Aus dieser Normierungsbedingung wird der Geschwindigkeitsanstieg C{, an der

Wand errechnet.

1Y Yy /.1 1
=0 336V + 2 (ns —nYy )+ Y- (=
a7 =10 0)+2(n2 n°)+ 0 (4)
2
’_
Co~ B3 yimlomw 2
= n-—In
120 10 7° 2 0

Es lassen sich Yy-Werte, beginnend bei sehr kleinen (die zu hohen Reynoldszahlen gehéren) bis zu Yy = 1/2
verwenden. Bei Y = 1/2 erhilt man nach Integration das Geschwindigkeitsprofil der laminaren Strémung. Wie
in Abbildung 6 sichtbar, schrumpft, bei Laminaritit, die Hyperbel der Mittelschicht zu einem Punkt zusammen.
Zwischen Yy = 1/2 und ungefihr Yy = 0,1 sind also auch zeitgemittelte Profile des Ubergangsgebietes von
laminar zu turbulent berechenbar.

Der Zusammenhang der Reynoldszahl Re = ¢- 4 - h/v und dem dimensionslosen Wandanstieg C{, wird aus der
strdmungsmechanischen Grundgleichung 7w /(p - %) = A\/8 hergeleitet.

Fiir die linke Seite setzt man ,

. 4
w/p @) = 5-Ci
auf der rechten Seite benutzt man das Messergebnis von Blasius

A 0,3164
8  Re

7/3
Daraus l3sst sich schlieRlich mit Gleichung (56), Res = 117,8 - (C}))*/ (cmax) die Beziehung

Cmittel

_ 4/3
Re =4 Res - <Cm“'> = 471,2- (C)*? < Cmax )

Cmax Cmittel
entwickeln. Bei der Zahlenrechnung ist das Geschwindigkeitsverhiltnis ¢max/cmittel = 8/7 gesetzt worden.

Re = 562,77 - C*/
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15 GESCHWINDIGKEITSPROFIL IN EBENEN TURBULENTEN GRENZSCHICHTEN

Mit dem Ergebnis wird deutlich, dass nach dieser neuen Art der Deduktion ein turbulentes Geschwindigkeitsprofil
errechnet werden kann, ohne Messergebnisse zur Verfligung zu haben. Ebenso wenig muss nach einer Wirbelza-
higkeit gesucht werden.

Erst um die zugehdrende Reynoldszahl aufzufinden, wurde auf ein Messergebnis zuriickgegriffen.

15 Geschwindigkeitsprofil in ebenen turbulenten Grenzschichten

In einer Kanalstromung verschwinden die értlichen Beschleunigungssummanden und die Gleichung (21) wird
exakt erfiillt. Dagegen gilt bei den Grenzschichten (mit Ausnahme Ha*/C{ = 1) die Voraussetzung verschwin-
dender Beschleunigungssummanden nicht mehr. Jedoch bleiben die Beschleunigungssummanden immer sehr
klein, wenn sich die Grenzschichtdicke § nur wenig mit der Wegkoordinate = dndert.

Bei Ha* = 0 gilt 0,03 > dd/dz > 0,01, wobei der kleine Wert zur groBeren Reynoldszahl gehort. Bei groReren
Absolutwerten von Ha* muss der Betrag von dd/dx mit Hilfe einer Grenzschichtrechnung [18] iiberpriift werden.
Fiir einen starken Anstieg dj/dx gelten die nachfolgenden Rechnungen nicht !

Zum Berechnen von Grenzschichten wird die Hagenzahl modifiziert. Eine dem s. g. Pohlhausenparameter
angepasste Hagenzahl wird durch das Verhaltnis von Druckkraft zur Reibungskraft definiert:

dp _de ¢ do
L. pe—-82 _ d[ } 2
. dz dz 1 de v §
H = = = — . — . e —— —
a p-v-c p-v-c v dx d d z (50) (83)
do

Die Hagenzahl Ha* der Grenzschicht l3sst sich deuten als differentielle Anderung der Reynoldszahl - 6 /v
langs eines Wegelements x/dg.

Sie ist positiv bei Beschleunigung, negativ beim Verzégern und Null, bei unbeschleunigter Plattenstrémung.
In jeder Grenzschicht muss an Wand (bei Y = 0) die Hagenzahl eben so groR sein wie die negative zweite
Geschwindigkeitsableitung. Es gilt

d2cC
Ha* = <) .
dy? ), _,

Der Zusammenhang von Hagenzahl Ha* und Geschwindigkeitsanstieg an der Wand wird, am Ende der folgenden
Rechnung, mit der Gleichung (94) bestimmt.
Fiir die Grenzschichtrechnung werden folgende Randbedingungen beriicksichtigt:

dC d*C ., dC
An der Wand: Y=0 C=0, W:Cé, @:_Ha, @:
3
Am Grenzschichtrand: Y =1, C=1, % =0, % =

Ebenso wie bei der Kanalstromung wird mit drei Schichten operiert:

Fiir die Unterschicht (0 <Y < Yj) schreibt man eine Funktion % <E11}O/> die den Randbedingungen
0

1 /dC 3/7\? Y\* Ha* Y3 Yy \*
—(=)=1-2 (= — 2oy a3y, (=) —2vy (= 4
() -3 G) G e (e () - () e

Das Integral liefert das Geschwindigkeitsprofil in der Unterschicht.

gehorcht.

c 3Y' 1YP Hat (¥? 3V 2Y®
2 T4YZ 5Y3

~ _y_°2 4. L=
cr 3vg Tsva T gy
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15 GESCHWINDIGKEITSPROFIL IN EBENEN TURBULENTEN GRENZSCHICHTEN

An der Grenze zwischen Unter- und Mittelschicht, bei Y = Y, wird die Geschwindigkeit gerade K.

C 33 3 Ha*
— =V Y- =K 86
(C())Y_YO 0" 20 ° ¢y ¢ (86)
Im Fall Ha*/C{ = 1 ergeben sich aus den Gleichungen (84) bis (86) die fiir die Kanalstromung spezialisierten
Gleichungen (74) bis (76).
Die Mittelschicht liegt zwischen Y =Y, und Y = 1/2.

1 /dC Yo 1
ACIRE A 0
c Y

Yo 33 3 Ha*
Fé =3 -InY + const = > (InY —InYy) + EYO — 2—0Y02 ar

Mit der Bedingung Y = Y} bei C/C{; = K1 wurde die Integrationskonstante gefunden.
Am wandfernen Ende der Mittelschicht, bei Y = 1/2, erreicht die Geschwindigkeit gerade die GroBe Kog.

c 33 3 Ha* Y,/ 1
— =Y, — —Y? Z(ln=—-InYy ) = Ko 89
cy 40020006+2<n2 n°> 2G (89)

Die Oberschicht beriicksichtigt die Bedingung, dass bei Y = 1/2 sowohl die erste, als auch die zweite
Ableitung der Geschwindigkeit mit den entsprechenden der Mittelschicht iibereinstimmen.
Man schreibt fiir die erste Ableitung der Geschwindigkeit in der Oberschicht

1 /dC

— (=) = 1—

cr (dY> 2V (1-Y) (90)
und und bestimmt, nach Integration die Geschwindigkeit

C Y2
o= 2Yy <Y - 2) + konst. (91)

Bei Y = 1/2 muss C/C{, eben so groR sein wie die Geschwindigkeit an der oberen Grenze der Mittelschicht,
also Ko

C Yo 1
— =K —(In=—-InYy | = Kyg.
cr 1G+2(n2 no) 2G

Damit Idsst sich die Konstante in Gleichung 91 bestimmen.

3 3 Yo [, 1 3, Ha*
= Kog— YYo= Yo+ = (Inz —InYp | — =Y, 2
honst = Kae — 4 ¥o 400+2(n2 no) 200 Cy (92)
Mit (91) erhalt man die Funktion der Geschwindigkeit in der Oberschicht
c y? 3 Yo 1 3 o Ha*
— =Y (Y — =)+ Yo+ = (In= —InYy ) — =Y
cy °< 2>+40°+2(112 . 0) 200 C7) (93)
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15 GESCHWINDIGKEITSPROFIL IN EBENEN TURBULENTEN GRENZSCHICHTEN

Bei Y =1, am oberen Rand der Grenzschicht gilt C' = 1. Daraus folgt (94), der dimensionslose Anstieg der
Geschwindigkeit an der Wand.

3
1+ —YZHa*

Yb(l+3+1{ln1—1nYOD' (94)

40 2 2

In Abbildung 7 sind errechnete Geschwindigkeitsprofile fiir Ha = 0 aufgetragen®. Abbildung 8 zeigt den

10 7

laminar

05+

> turbulent

Abb. 7 Geschwindigkeitsprofile in Grenzschichten fiir Ha = 0 mit dem Dreischichtenprofil berechnet. Der Wert
Yo = 1/2 kennzeichnet das laminare Profil, Mit kleinerem Y, werden turbulente Profile beschrieben.

, ™w Cy
Nr. Yg CO R85 (p - (72) = R65
1 0,5 1,86 < Res, krit > Res, krit
2 0,3 2,51 5,47 - 102 4,58 1073
3 0,1 532 1,49-10° 3,56 - 1073
4 0,05 8,98  3,00-10° 2,99.107%
5 0,01 32,99 1,70-10* 1,94-1073

entsprechenden Geschwindigkeitsanstieg. Das Verfahren ist auch im Extremfall laminarer Strémung anwendbar.
Mit Yy = 1/2 verschwindet die Mittelschicht.
Bei starker Verzégerung wird nicht mit (94) und (95) gearbeitet, sondern nach einer speziellen Rechnung, die

im folgenden Abschnitt 16 erldutert wird.

!’
2Darin wurde ( TVYQ) = ISO mit (53)(G 6) und Res mit (55) (G 8) berechnet.
p-c es
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16 DAS ABLOSEPROBLEM

1,0 1
1 dC 1:Y0=05 C'o=186
c 0 ay 2:Y,=03; C'y =251
3:Y,=0,1 Cy=532
Unterschicht 0<Y<Y,
] 4:Y,= 0,05 C'y = 8,98

5: Y= 0,01; C'y = 32,99

0,5 1

Mittelschicht Y 3 < Y< 0,5
Oberschicht 0,5< Y < 1
0.0 —— |
0,0 0,5 Y 1,0

Abb. 8 Geschwindigkeitsanstieg in Grenzschichtstromungen mit dem Dreischichtenprofil berechnet.
1: laminare Strémung,
2 bis 5: Ubergangsgebiet und turbulenter Bereich.

16 Das AblGoseproblem

Mit der durch den Gegendruck verursachten starken Geschwindigkeitsabnahme im ablGsenahen Gebiet bleibt
keine kinetische Energie zum Wirbelbilden verfiigbar. Im Extremfall der Ablésung existieren weder Mittel-
noch Oberschicht. Die gesamte Grenzschicht wird zur bisherigen Unterschicht reduziert, es wird statt dY nun
d(Y/Yp) geschrieben. Mit C) = 0 ergibt sich aus (84)

(K;/CYO) — Ha'au - Yo (-é +3 (;;)3 —2 (;/,0)4) (95)

Aus der Integration folgt die Geschwindigkeitsfunktion

1/Y\? 3/v\* 2/7v\°
C=Ha*a, - Yo | —=(— -l =] —=(= 96
& Al O( 2<YO) +4<Y0> 5(YO>> (56)

Bei (Y/Yy) = 1 soll C =1 gelten, also wird weiter geschrieben

. 20
(Ha®) pp = 3y, (97)
Im Extremfall von Laminaritat gilt Yy = 1/2. Aus (97) folgt Ha*ap = —13,33. Einige Zuordnungen von

Yo-Werten zur Hagenzahl der Ablosung stehen in der nachfolgenden Tabelle.

Yo | 05 015 010 005 0,01

Ha*ap | -13,3 -444 -66,7 -133,3 -666,7
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16 DAS ABLOSEPROBLEM

Die Geschwindigkeitsverteilung C(Y") des Abldseprofils in der Unterschicht wird mit (96) geschrieben

=5 (3(0) 1) 3 (7)) e

Bei Ausdehnen des Profils auf die gesamte Grenzschicht schreibt man

20 (1 3 2
C=3 <2Y2 — ZY4 - 5Y5) (99)

Dieses Geschwindigkeitsprofil ist in Abbildung 9 dargestellt. Die Form des Abldseprofils bleibt unabhangig von
Yo und auch unabhingig von der Reynoldszahl, die nach (54) berechnet wird. Wird weiterhin vereinfachend

05 |

c !
Abb. 9 Geschwindigkeitsprofil fiir die Ablésung

Mit (Cmax/Cmittel) = 8/7 gearbeitet, erhidlt man Res = 160, 86 - 064/3. Zahlenwerte sind in die dritte Spalte
nachfolgender Tabelle eingefiigt.

Yo ‘ c} Res Ha*ap  A* = Ha"abl/Re;
001 | 3333 1,73-10° -666,7 -0,04
005 | 916 3,1-10° -1333 -0,04
010 | 543 1,54-10° 66,7 -0,04
015 | 408 1,05-10° -44,4 -0,04

Bemerkenswert bleibt, dass im laminaren Gebiet das Abldsen durch eine spezielle Hagenzahl festgelegt ist, die
unabhéngig von der Reynoldszahl bleibt. dass Im turbulenten Gebiet jedoch bleibt X fast gleich groR, und somit
unabhingig von der Hagenzahl und von der Reynoldszahl. (Vgl. Abbildung 25. 10 in [18])

Nach Messung [14], liegt der Wert \* fiir Turbulenz, mit leicht fallender Tendenz, zwischen -0,0045 und
-0,0043. Bei der Messung wurde als Bezugslange die Impulsverlustdicke §** gewihlt. Hier aber wurde mit
der Grenzschichtdicke § gearbeitet. Wenn einheitlich die Werte in der letzten Tabellenspalte mit §**/§ = 0, 1
multipliziert werden, dann liegt der berechnete \*~Wert nahe bei dem gemessenen.
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